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Analisis Matematico III.
Examen Integrador. Cuarta fecha. 27 de agosto de 2021.

Justificar claramente todas las respuestas. La aprobacion del examen requiere la co-
rrecta resolucion de 3 (tres) ejercicios

<1
Ejercicio 1. Demostrar la convergencia de / ] ix?) dx y explicar en detalle un
0 x
método para calcularla, usando variable compleja.
Ejercicio 2. Considerar la funcion
1
ar?+1 si 0<z< 5
r+2 si 5 <z«<l1

y la serie de Fourier de senos de f en [0, 1]. Se pide:

i) obtener, si existen, todos los valores de a para los que funcién y serie coinciden en
todo el intervalo (0, 1),

ii) analizar si para algin valor de « la serie converge uniformemente en [0, 1].

Ejercicio 3. Describir un problema fisco modelable mediante el siguiente sistema de
ecuaciones:

Up = Uyy O<z<m, t>0
w(0,)=10 >0
u(m,t)=15 t>0
u(z,0)=h(x) 0<z<m

y resolverlo, introduciendo las hipétesis necesarias sobre h.
Ejercicio 4. Determinar si existe una funcién f : [0, 00] — R tal que:

+oo

1—e @Y para |w| <2
/ f(z) cos(wz) dx = { 0
0

para |w| > 2

+o0o
y obtener / u(z,t) cos(wx) dz sabiendo que:

0 Uy = Uy O<x <400, t>0

u(z,0)=f(z) =0
um(Ot):O t>0

Ejercicio 5. Estudiar para qué valores de s es vélida la igualdad:
= (-1 = (—1)"
‘ [Z ! f”] () =2 £l )
n=0

n=0
donde f,(t)=t"Vt € R, ¥n >0y H(t) es la funcién de Heaviside.
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RESOLUCION

00

N
1) Demostrar la convergencia de la integral j
0

In(x) dx y explicar en detalle un método
+

1+x°

para calcularla, usando variable compleja.

Resolucion: Para cada par de nameros reales ¢ y b talesque O<e<1<b:

flincs) }dx o) ol -, flnods

1+ x° 1+x 1+ x° 1+x° 1+x°

& &

Ahora, por separado:

@ [0 gy < [[-InGoldy = [ - xInL, =1- + 2In(e) ———1
" 1+x° A £—>0+

b b b
(b) Im(—xldxd%dwj%dxwﬂ
1+ x 1+ x X

Hemos probado que la integral converge absolutamente. Para su célculo podemos utilizar

la funcion f(z) = %8 (f) ,
1+z

donde Log es el logaritmo principal, y - para cada par de reales

& yRtales que 0 <& <1< R - el circuito simple positivo
I'(e,R)=1(s,R)VC(R)LJ(g,R)VC(¢) (1.1)
indicados en la figura, donde, para cada par de reales ¢ y Rtalesque 0 <& <1< R:

I(e,R)={xeR:e<x<R}

C(R)={Re :0< 0 <2}

J(&,R) = {te3[ e<t< R}

(ver figura a continuacion).



En el Ejemplo 3 (pagina 33) de los Apuntes sobre integrales impropias hemos utilizado
un circuito similar para el calcular

T d__ 27 (1.2)

01+x3 3\/5

T

La funcidn f'es holomorfaen € — ({x eR:x< 0} v {egi,—l, e }), pues sus singularidades
son los puntos del corte del logaritmo principal y las tres raices cubicas de -1. En el recinto
interior de cada circuito (1.1), la tnica singularidad es z, = e, que es un polo simple con

residuo

Z—Zy

-z, 1 . .
=Log(z =—l—F = l
Lim,, 3= Log( V33 9

Por lo tanto, para cada uno de los circuitos (1.1) tenemos:

2z
27te

§ f(2)dz = 2xiRes(f 20) === — (1.3)
I'(e,R)



Es decir:

2 -2z
2r°e

j F(2)dz + j F(2)dz + j f(2)dz + j f(2)dz =-25 (1.4)

1(¢,R) C(R) J(&,R) C(e) 9

Analicemos el comportamiento de las integrales del primer miembro cuando & ——0"
y R——+w (el segundo ni se mueve....):

(a) I f(z)dz I ln(x) o ,jln(x)dx (en los reales positivos, el logaritmo
I(£,R) R—>+ 0 1+x

principal coincide con el logaritmo real)

(b) j f(2)dz = J-Log(lfew) e’dl = J-M ¢’df: veamos que esta integral
R'e
C(R)
tiende a 0 cuando R——>+00:
“InR)+i60 . .| HIn(RY+i6 . ., IR +i0| T”1n(1fe)|+49
'[1+R3 3i6 iRe"d6 <.[ 30310 iRe™|dO = RJ- 1+ R '([‘1+R3e3“9‘
b ode ® 4
‘1 e 39‘ =340 = RIn(R) + 2 ]IW_ R[In(R) + %
0 O
R[In(R)+ 2] ¢ R[In(R)+2%
[In(R) + 5 ]J‘dH: [1’1(3)+3]2_7z' . N
R-1 3 R -1 3 o
Log(te® ) 2z In(¢) +1i
© [fz)d= j—egﬂ = O
J(&,R) & 1+t
2 R s Hi o
_ eTﬂJ‘ln(t)d 2re Z,J‘ 13dt i >—e7jln(t) 2r7e l,J‘ 13dt
1+7 3 <1+t PR 1+¢ 3 1+¢

Esta ultima integral es exactamente (1.2), por lo tanto

J.f(Z)dZ &0+ J.ln(t)d 2ze’ ) 27 = %”iJ‘ll’l(l‘) di — 472' 63 i

J(&,R) R—>+o0 1+t 3 3\/5 0 1+t3 9\/_
[Log(ze”) ., In(e) +i6 P
d z2)dz = | ———ige"dO=ic | —=—;¢€"dO =icln(e) | ———-d0 +
( ) C'([{‘( ) .([ 1+836319 '([ 1+836319 ( ).([ 836319
Tt . . .
+ic j W‘m: veamos que esta integral tiende a 0 cuando e ——0":
o1+ee



C(jg {(z)dz =lieln(e) ! 13 0+ | mdﬁ < glin(e) { i +‘i 392”\ +
e % < |ln(g)|J: + gile_dg —5|1n(8)|{1_18 Jao-+ - ledej

——0" cuando e——>0" pues , Lim,, &lln(¢)| =
En definitiva, tomando limites en (1.4) para e——>0" y R—>+00 nos queda:

2 -

Iln(x) de —o* J-ln(t) 47z e _27’e
1+x° 1+7 9\/_ 9

es decir

L, P 2 -2z 2z, . .
(l—eTl)J.ln(xzdx: 2r’e 47re ; 27r (21 2 3zj

T 9 TTof N

Antes de despejar la integral, multipliquemos el primer y tercer miembro por e

).[ ln(x) 27r (%eg’i _e_,,,-j

N RRA]

) 5 1 :
Ahora bien: e’ :5+—z ye :——Tz,por lo tanto

ln(x) Lo 2|1 B ) 2A( C2n?t
\/_J' 5 (ﬁ{EHT}HJ—T[ﬁ—IHJ—mz

Finalmente, entonces:

.[ ln(x) 2_7z2

dx =
1+x° 27

Observacion: Hemos hecho toda la cuenta, lo que no se pide en el enunciado




ax’+1 si 0<x<i : ,
2) Sea f:[0,]]—>Rtal que f(x)= y sea S la serie de Fourier
x+2 si $<x<1

de senos de f'en [0,1]. /) Obtener, si existen, todos los valores de a para los que f'y S
coinciden en todo el intervalo (0,1); ii) analizar si para algin valor de a S converge
uniformemente a f'en [0,1].

Resolucion: La serie de Fourier de senos de f'en [0, 1] es S(x) = ansen(nﬂx) , donde

n=1

1
b =2 I f(t)sen(nrxt)dt , por lo tanto es la serie de Fourier de la extension 2-periodica
0

impar de f. Indiquemos con ]7 esta extension. Cualquiera sea el valor de a, f satisface
las condiciones de Dirichlet en todos los puntos de la recta y por lo tanto para cada x € R
es S(x)= %[f(x_) + f(x*)]. En particular:

S(0)=4[£(0)+ F(0)]=4[-1+1]=0

S) =1/ + ] =f(x)=ax’+1 si O0<x<i

a+14

SH=3/GH+fG]=5las+1+5+2]=
SX)=2[f(x)+ f(x)]=x+2 si +<x<1

S =171+ f1)]=1[3-3]=0

(No era necesario verificar la anulacion de S(x) = ansen(nﬁx) enx=0yenx=1...).
n=1

Entonces:

a+14
8
(@) Si la serie S fuera uniformemente convergente en [0,1], seria uniformemente

(i) S(x)= f(x) paratodo x € (0,1) sii

f3)= %, es decir, sii a = 6.

convergente a f en [-1,1]. Pero esto es absurdo, pues el limite uniforme de funciones

continuas es continua 'y f no lo es. Por lo tanto, no existe valor de o para el cual S sea
uniformemente convergente en [0,1].

(Se recomienda hacer algun grafico de /'y de ]7)




3) Describir un problema fisico modelable mediante el siguiente sistema de ecuaciones:

ou Ou
2)u(0,r)=10
G u(x,t)y=15 ,

(4 u(x,0) = h(x) ,

O<x<m,t>0

t>0
t>0
0<x<rx

Resolverlo, introduciendo las hipdtesis necesarias sobre 4.

Resolucion: Se trata del modelo clasico de difusion del calor en una varilla de longitud
finita con extremos a temperatura constante. Podemos simplificar el problema definiendo
la funcion

v(x,t) = u(x,t)—ix—IO
T

y planteando el problema “mas homogéneo™:

2
(1)'@28—‘2} , O0<x<m,t>0
ot Ox
(2)'v(0,£)=0 , >0
(3)' v(r,t)=0 , 120
(4)'v(x,0)=h(x)—ix—10, 0<x<rm
T

Para cualquier sucesion (b,);_, de nimeros reales convergente a 0 y para cualquier # > 0,
la serie

v(x,t) = ansen(nx)e’”z’
n=1

es maravillosamente convergente y verifica las condiciones (1)’, (2)’ y (3)’. Respecto de
la Gltima, la (4)’, debe verificarse la igualdad

h(x)— ix -10= ansen(nx)
T

n=1

(*)

para todo x €[0,7]. Para esto, es necesario que los coeficientes (b,)’_, de la serie sean

los coeficientes de Fourier de la extension 2z — periddica impar ]7 de la funcion
f(x)=h(x)—- ix —-10, 0<x <7,y en este caso, para que valga la igualdad (*) en todos
V4

los puntos de [0,7] f debe satisfacer las condiciones de Dirichlet y tomar el valor
promedio de los saltos en los puntos de discontinuidad (éstas son las condiciones para /).



Es decir: con estas condiciones y con los coeficientes

par

b =2 jf(&’)sen(n 0)do = Eff(e)sen(n 6)do = Ej[h(e) ~24- lo}sen(n 0)do
2 7 Ty 0 74

T

obtenemos la solucidn:

u(x,t) = >x +10+ ansen(nx)e_”zt
r

n=1

4) Determinar si existe una funciéon f :[0,+00)——> R tal que

i3 l—e @ i |a)| <2
j F(x)cos(@x)dx =
2
(1)8_1,1:8_1,2: , 0<x<+0,t>0
o0 ot Ox

y obtener ju(x,t) cos(wx)dx sabiendo que < (2)u(x,0)= f(x), x>0

0

(3)a—u(0,t) =0 , 20
ox

Resolucion: Este ejercicio puede resolverse mediante la transformacion de Fourier o bien
mediante la transformacion de Fourier-coseno. En esta resolucion elegimos la primera.

si |o]<2

es par (y ademas, es
si |a)| >2

R G
La funcion h:R——>NRtal que h(w) —{
0

continua y absolutamente integrable en la recta). Por lo tanto si existe una funcion
f :[0,+00)——> R que verifica las condiciones del enunciado, considerando su extension

par ]7 : (—00,400)——> R tenemos

hw) = T f(x)cos(ax)dx :%Tf(x) cos(ax)dx =

=0

= %i_Ei (x)cos(ax)dx — éiif(x)sen(a)x)dx = %ZE ]7( X)e @ dx

Es decir: 24 es la transformada de Fourier de £, por lo tanto, para encontrar una f que
verifique las condiciones del enunciado, podemos intentar con el Teorema de Inversion:



e +2
f(x) = ivp .[2h(a))e’“”‘da) = % .[[] - e‘(f02—4)]eiruxda) _

+2

4
:_J' za)xda)__j —w? ta)xd 2S€n(2x) e_j -w eia)xda):
X T,
=0
4| +2 +2
ZEM_e_ .[e*’”z cos(a)x)da)+i.[e*“’zsen(a)x)da)
T X |’ ’,

4 +2
:EM—e— Ie*“’ cos(ax)dw

ToXx °,
Esta funcion es, efectivamente, una funcion par que toma valores reales. Por lo tanto, una
de las funciones posibles que verifican las condiciones del enunciado es

e )_gsen(2x)

——I o’ cos(ax)dw , x>0
X

Observacion: Nos falta probar, en realidad, la convergencia de la integral

T £ (x)cos(ax)dx = ETSG”(Z’C) cos(aw)dx _ i]Tje"Z cos(Hx)dH} cos(ax)dx
0 V4 V4

0 X 0L-2

para cada w € R . Para esta comprobacion puede aplicarse el Teorema de Inversion a la
funcién 4, que verifica las condiciones de Dirichlet y cuya transformada de Fourier es

27r]~” (tener presente que f es par). Con este razonamiento logramos garantizar la

convergencia de jf(t) cos(wt)dt = .[ f(t)e"”’dt en valor principal; pero esto implica,

precisamente, la convergencia de I f(t)cos(wt)dt :%vp I f(t)cos(a)t)dt. (Fin de la

observacion)

Desde luego, esta f no es la tnica que satisface las condiciones requeridas: cualquier otra
funcion g :[0,+00)—> R que difiera de f'en una cantidad finita de puntos, por ejemplo,

verifica +jiog(x) cos(ax)dx = T f(x)cos(awx)dx .

+00
Finalmente, para calcular J.u(x,t) cos(wx)dx , podemos considerar la extension par
0



v:(—00,400) x[0,+0) —> R

de u respecto de la variable x (es decir: v(—x,t) = v(x,t) =u(x,t) paratodo x>0 y todo

. . , ov
t>0). Asumiendo que v es de clase C' (vamos a asumir mucho mas), resulta que > es
X

impar (respecto de x) y por lo tanto ?(O,t) =0 para todo ¢ >0 (es decir: la condicion
X

(3) ya se verifica). Ahora, el resto es cladsico y muy conocido. Lo expondremos

brevemente, sin explicitar las justificaciones necesarias. Aplicando la transformacion de
2

. ov Ov . ) .,
Fourier en F:E (respecto de la primera variable) obtenemos la ecuacion
X
_ ov(w,t)

— o ¥(w,t) , de donde se deduce que V(w,?) = k(a))e*”’z’ para alguna funcion

k. Recuperamos v mediante el Teorema de Inversion:

v(x,t) = i Ik(a))e"‘"zte"""xda)

Para t = 0: v(x,0) = 2L jk(m)ei”xdw = f(x) (= extension par de /). Por lo tanto, k es la
T —o0

transformada de Fourier de f', es decir: la funcion 24, como hemos visto anteriormente.
Por lo tanto:

Bw,t) = k(w)e ™" = 2h(w)e™"

y obtenemos, finalmente:

2h(w)e™”" =H(w,t) = j v(x,)e " dx =

—00

par impar

= T v(x,t)cos(awx)dx — iT v(x,t)sen(ax)dx =

=2 j v(x,1)cos(ex)dx = 2 j u(x,t)cos(ax)dx =
0 0
Por lo tanto,

J.u(x,t) cos(ax)dx = h(a))e“”zf =

0

v {[1—e<“24>]e”’2’ si |o]<2

Si |a)|22




10

5) Estudiar para qué valores de s es valida siguiente igualdad:
1 1
(Z( A ]() > C LU *)

donde paracada n>0 ycada teR: f,(¢)=¢"H(¢), siendo H la funcion de Heaviside.

Resolucion: Para cada t >0 es z Z( 1) ~, (yes=0paracadat<
n=0 = -

0) por lo tanto: (z( D" = Ll’ con abscisa de convergencia -1. Por otra
n! s+

parte, para cada n>0, L(f,)(s)= con abscisa de convergencia 0. Por lo tanto,

nl’

)
> CL L =20 —__z[__j KL
; " S 14—
N

donde la igualdad (**) es valida sii |s| >1 (se trata de una serie geométrica). Por lo tanto,
las condiciones de la validez de la igualdad (lo que incluye la existencia de ambos
miembros) son Re(s) >0y |s| >1 (la primera implica Re(s) > -1, condicion de existencia

del miembro izquierdo de (*)).




